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1 Wiederkehr

1.1 Nichts neues unter der Sonne

Abb. 1.1: Sonnenuntrgang in Istrien

Das Fraulein stand am Meere
und seufzte lang und bang,
Es riihrte sie so sehre

Der Sonnenuntergang.

Mein Fraulein! sein Sie munter,
Das ist ein altes Stiick;

Hier vorne geht sie unter

Und kehrt von hinten zurtick.

Heine, Heine Werke, Seite 198

Heinrich Heine hat recht. Es ist tatséchlich ein altes Stiick. Aber was heifit schon altes
Stiick. Es ist doch immer wieder neu. Jeden Morgen geht die Sonne auf und jeden Abend
verschwindet sie unter dem Horizont. Die Sonne macht Morgen und Abend. Sie beendet
jeden Tag und erschafft ihn wieder neu.

Heine hat unrecht, wenn er sich iiber die Ergriffenheit des Frauleins mokiert. Die alten
Stiicke rithren am tiefsten. Immer wieder erscheinen aufs Neue die gleichen Sternbilder



1 Wiederkehr

am Himmel. Die Pflanzen bliihen, Baume werden grin und ihr Laub verfarbt sich wie-
der. Diese stete Wiederkehr, dieser Rhythmus, welcher die Zeit prigt, begriindet unser
Vertrauens in die Welt. Jedes Leben richtet sich nach diesem Takt. Die Pflanze lebt, weil
sie ihre innere Uhr nach nach dem Taktstock des Dirigenten richtet. Ohne den Taktstock
ohne das innere Metronom irrten wir in Raum und Zeit umher. Der Takt richtet uns aus,
auf ihn konnen wir uns verlassen. Deswegen gehort er zu der Urerfahrung, die uns hier
zuhause sein ldsst und die Leben und Denken erst moglich macht. Geschehnisse wieder-

Abb. 1.2: Sonnenuntergang auf der Insel La Palma

holen sich in voraussagbarer Weise. Regen fillt aus den Wolken, Fliisse flieen abwérts
ins Meer. Verdunstetes Wasser steigt wieder aufwérts. Diese stdndigen RegelméfBigkeiten
und Kreisldufe lassen uns an das Kausalgesetz glauben: Die Ereignisse sind geordnet.
Jedem Weltzustand geht ein andere Zustand voraus. Das Gestern ist Grund fiir das
Heute und das Heute ist Grund fiir das Morgen. Wie eine grofie Kette reihen sich die
Geschehnisse aneinander. In seiner engen dogmatischen Form heifit das Kausalgesetz.

Satz 1.1. Gleiche Ursachen haben gleiche Wirkung.

Oft sind grofle Entdeckungen mit der Entdeckung oder Umdeutung von Rhythmen ver-
bunden. Die Erde dreht sich um sich selbst. Myten erzédhlen davon. In dem Buch der
Prediger des alten Testamentes heif3t es:

Nun liest man freilich im Buche Salomos, genannt der Prediger, die Worte ‘Was
ist’s, das geschehen ist? Eben das hernach geschehen wird. Was ist’s, das man getan
hat? Eben das man hernach wieder tun wird, und geschieht nichts neues unter der
Sonne. Geschieht auch etwas, davon man sagen mochte: ‘Siehe das ist neu’. Es ist
zuvor auch geschehen in den langen Zeiten, die vor uns gewesen sind. Augustinus,
Vom Gottesstaat Buch 11 bis 22, Seite 79

Zu Beginn des 19ten Jahrhunderts war vertrat der Physiker und Mathematiker Physiker
Pierre Simon de Laplace das dogmatische Kausalgesetz.



1.1 Nichts neues unter der Sonne

Die gegenwartigen Ereignisse stehen mit den vergangenen in einer Verbindung, die
sich auf das evidente! Prinzip griindet, dass ein Ding nicht anfangen kann zu sein
ohne Ursache?, die es hervorbringt. Dieses Axiom, bekannt unter dem Namen des
wzureichenden Grundes®, erstreckt sich auch auf Handlungen, die man fiir indifferent
hélt. Der freieste Wille kann sie nicht ohne ein bestimmendes Motiv hervorbringen;
denn wenn er in dem Falle, dass alle Umsténde zweier Lagen gleich wéren, das eine
Mal handelte und das andere Mal nicht, dann wére seine Wahl eine Wirkung ohne
Ursache; sie wire dann, sagt Leibnitz, der blinde Zufall der Epikuréer. Die entge-
gengesetzte Meinung ist eine Tduschung des Geistes, der, indem er die fliichtigen
Griinde der Wahl des Willens in indifferenten Dingen aus dem Auge verliert, sich
iiberredet, dass sich der Wille durch sich selbst und ohne Motive bestimmt hat.Wir
miissen also den gegenwértigen Zustand des Weltalls als die Wirkung seinesfritheren
Zustandes und andererseits als die Ursache dessen, der folgen wird, betrachten. Eine
Intelligenz, welche fiir einen gegebenen Augenblick alle Kréfte, von denen die Natur
belebt ist, sowie die gegenseitige Lage der Wesen, die sie zusammen setzen, ken-
nen wiirde, und tiberdies umfassend genug wére, um diese gegebenen Grossen einer
Analyse zu unterwerfen, wiirde in derselben Formel die Bewegungen der grossten
Weltkorper wie die des leichtesten Atoms ausdriicken: nichts wiirde fiir sie ungewiss
sein und Zukunft wie Vergangenheit ihr offen vor Augen liegen.

Pierre Simon de Laplace Auszug aus,,Philosophischer Versuch iiber die Wahrschein-
lichkeiten*(1814)Quelle: Pierre Simon de Laplace: Philosophischer Versuch iiber die
Wahrscheinlichkeiten. Nach der sechsten Auflage des Originales tibersetzt von Nor-
bert Schwaiger. — Leipzig: Duncker & Humblot, 1886.

Das héangt zusammen mit der Auffassung, dass es nichts wesentlich Neues geben kann.
Alles ist in einem Anfangszustand eingewickelt. Im Laufe der Zeit werden die Moglich-
keiten nur ausgewickelt. Das Universum ist nicht kreativ. Auch Gott nicht. Erschaffen
aus dem Nichts heifit wahrscheinlich: Erschaffen ohne Grund. Grundlos hat Gott die
Welt erschaffen. Es gab keinen zureichenden Grund fiir die Schopfung. Die Schopfung
wurde nicht ausgewickelt. Sondern Gott war kreativ. Ein allwissender Ddmon hétte
nicht ausrechnen kénnen, was mit der Welt geschieht. Genauso sind grofle Kiinstler und
Wissenschaftler im Rahmen des menschlichen kreativ. Keiner kann voraussagen welche
Fragen auftauchen werden und welche davon beantwortet werden. Die physikalischen
und chemischen Griinde reichen nicht aus um Bachs Johannespassion zu erklaren.

Um 1650 hatte der Erzbischof Usher aufgrund der Bibel berechnet, dass Gott die Welt
am Sonntag den 23. Oktober 4004 vor Christus geschaffen habe. Leibniz fragt dazu:

Angenommen, es fragte jemand, weshalb Gott nicht alles ein Jahr frither geschaffen
hat, ferner, er wolle daraus den Schluss ziehen, Gott habe da etwa getan, wofir
sich unmoglich ein Grund finden ldsst, weshalb er so und nicht anders gehandelt, so
wiirde man ihm erwidern, dass seine Schlussfolgerung nur unter der Voraussetzung
gilt, dass die Zeit etwas aufler den zeitlichen Dingen ist.

1 evident“ sagt der hohe Priester der Wissenschaft immer wenn er den Leser einschiichtern will. Es soll
eigentlich heiflen: Liebe Leserin, denke an dieser Stelle nicht weiter iiber meine Behauptung nach,
sondern glaube sie einfach unbesehen. Sonst wirst Du der heiligen Inquisition iibergeben. Die werden
dich ins Verlie3 sperren. Dort wirst Du zusammen mit den Uneinsichtigen vergeblich nach den Quellen
der Weiheit diirsten

2Was ist das Ursache?



1 Wiederkehr

(nach Roman Sexl, , Seite 16)

1.2 Kocher

Ich will mich mit dem Problem der Wiederkehr beschéftigen.

Wir denken an die Karte eines Wegenetzes, an den Plan einer Stadt. In Stadt gibt es
Straflen und Orte. Die Orte wollen wir auch Knoten nennen. Die Richtung, in der man
die Strale wandern oder fahren kann, wird durch Pfeile symbolisiert. Fin Beispiel eines
solchen Planes ist:

3
0 1 2<—4—>6 78 =9

Abb. 1.3: Stadtplan

In diesem Stadtplan gibt es Schleifen oder Kreise und abgeschlossene Teilplane. Zwi-
schen manchen Knoten gibt es mehrere Wege. Man denke nur daran, dass es manchmal
zwischen zwei Orten einen Fulweg, einen Radweg und eine Strafie gibt. Von 0 kann man
ausgehen und auch wieder zuriickkehren. Genau dasselbe gilt fiir 1. Von 2 aus fithrt
kein Weg zuriick nach 0 oder 1. Bei 2 startet ein abgeschlossenes Straflensystem ein
abgeschlossener Teilplan. 3 ist auch ein Ausgangspunkt desselben Teilplanes. . Ich be-
schéftige mich zundchst mit dem Thema , wann es Riickkehr gibt und wann nicht. Um
eine Wanderrichtung anzugeben ist ein Pfeil notwendig. Der Pfeil geht von einer Quelle
aus und deutet auf ein Ziel. Den Plan nennt man einen gerichteten Multigraphen oder
Koécher. Wir kénnen gerichtete Graphen auch folgendermafien deuten: Jeder Knoten des
Graphen entspricht ein moglicher Weltzustand. 3. Geht von einem Knoten A ein Pfeil
aus und zeigt auf einen Knoten B, so ist B ein moglicher Folgezustand.

e Bei 0,2,4,6 und 9 ist die Zukunft, das Morgen oder der néchste Weltzustand ein-
deutig bestimmt. In diesen Knoten ist Prophetie méglich. Denn Prophetie heifit aus
dem Zustand jetzt auf die Zukunft schlieflen. Aber es ist nur die nédchste Zukunft
erschliefSbar.

e Bei 0 und 1 kann man eindeutig auf die Vergangenheit zuriickschlielen. Die néchste
Vergangenheit ist daher eindeutig bestimmt. In diesen Punkten ist Geschichtsfor-
schung moglich.

e Es kann durchaus sein, dass man die Zukunft voraussagen kann aber wenig iiber
die Vergangenheit. Also ist manchmal Prophetie leichter als Geschichtsforschung.

Laplace dachte bei seiner Bemerkung 1.1 wahrscheinlich an den folgenden besonders ein-
fachen Graphen: In diesem gerichteten Graph sind in jedem Knédel Vergangenheit und

30der wer nicht so hoch greifen will denke etwa an ein Brettspiel etwa Schach. Dann ist ein Knoten
eine bestimmte Stellung



1.3 Relationen

0 ° ° ° ° ° ° ° ° > 00

Abb. 1.4: Strenges Kausalgesetz von Laplace

Zukunft eindeutig bestimmt. Im Punkte 0 ist es verboten (sinnlos) nach der Vergangen-

heit zu fragen®.
Aufgaben:

1. Gib alle abgeschlossenen Teilmengen in der Figur 1.3 an.

2. Von welchen Punkten kann man alle Punkte erreichen.
Definition 1. Ein Quadrupel (A4, o,t) heifit ein Kécher, wenn folgendes gilt:
e A, Q sind Mengen.

e o0,t: ) — A sind Funktionen.

Man denke bei der Menge A an eine Menge von Orten, bei der Menge {2 an Einbahnstra-
Ben, die von einem Ort zum anderen fithren. Oder man denke bei A an eine Menge von
Punkten und bei €2 an eine Menge von Pfeilen, die vom Anfangspunkt zum Endpunkt
flihren. Daher kommt der Name Kécher. Denn zu einem Pfeil gehort eine Spitze und ein
Ende.

Ist K = (A,Q,0,t) ein Kécher und U C O, so heifit U abgeschlossen in O, wenn kein
Pfeil aus U herausfiihrt. Genauer bedeutet dies:

Definition 2. U C A heifit abgeschlossen, wenn fir alle Pfeile p € 2 mit o(p) € U auch
e(p) € U gilt.

Satz 1.2. Sei K = (O, F,o,t)
1. Der Durchschnitt abgeschlossener Teilmengen von O ist abgeschlossen.

2. Die Vereinigung abgeschlossener Teilmengen von O ist abgeschlossen.

1.3 Relationen

Zunéchst wollen wir uns auf den Fall beschrinken, dass Quelle und Ziel in der gleichen
Menge liegen. Die geeignete Sprache hierzu ist die Sprache der Relationen oder manchmal
heifit es auch gerichteter Graph.

1. Im néchsten Bild ist das linke Bild ein Kreis oder eine Schleife. Im Bild der Mitte
kann man von A aus jeden anderen Punkt erreichen. Nach A fiihrt kein Weg.
Alle anderen Punkte liegen in einer Schleife. Zu ihnen kann man zuriickkehren,
wenn man den Pfeilen nachgeht. Im rechten Bild kann man von C aus alle Punkte
erreichen.
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2.

Definition 1 Sei A eine Menge.

e Eine Teilmenge a@ C A x A heifit Relation von A nach A. Ich schreibe auch a: A —
A.

o Ist a: A — A eine Relation und U C A so heif3t
a(U) : = {b| Es gibt v € U und (u,b) € o}

die Bildmenge von U in A. Das ist die Menge der Elemente aus A, die von einem
Pfeil aus U getroffen werden.

e Ein Element a € A heifit Anfang, wenn bei ihm keine Pfeile enden.
e Ein Element e € A heifit Ende, wenn von ihm keine Pfeile ausgehen.

e Ein a € A heifit isoliert, wenn von a kein Pfeil ausgeht und kein Pfeil in a endet. o

Zunéchst will ich mich mit Teilmengen beschéftigen, aus denen kein Pfeil herausfiihrt.

Definition 2 Ist (A, «a) eine Relationsalgebra, so heifit eine Teilmenge U C A abge-
schlossen gegeniiber a, wenn a(U) C U ist. o

Richard Dedekind nennt im Spezialfall, dass a: A — A eine Selbstbbildung ist, eine
Kette (Dedekind, , Erklérung 37)
Ein erster kleiner Satz:

Satz 1.3. Sei (A, «) eine Relationsalgebra. Dann gilt:
1. Die Vereinigung abgeschlossener Mengen ist abgeschlossen.
2. Der beliebige Durchschnitt abgeschlossener Mengen ist abgeschlossen.

3. 0 und A sind abgeschlossen.

4Wenn einer die Unverfrorenheit haben sollte danach zu fragen, was vor dem Urknall war, so wird er
vielfach belehrt, dass dies eine sinnlose Frage sei. Man sollte viel besser antworten. Dariiber wollen
wir jetzt nicht nachdenken. Es gibt gibt viele wesentlich konkretere Fragen. Beschéftigen wir uns
zunéchst mit ihnen.



1.3 Relationen

A ist zusammen mit den abgeschlossen Mengen ein topologischer Raum.

Zu 1.: Sei (Uj]i € I) eine Familie von abgeschlossenen Teilmengen von A. Weiterhin
sei U = |J U;. Ist u € U, so gibt es ein ¢ € I mit u € U;. Da U; abgeschlossen ist, ist

iel
die Menge a({u}) C U; C U. Daher ist U abgeschlossen. In der Schrift von Dedekind
(Dedekind, ) ist dies der Satz 42.
Zu 2.: Sei (V;]i € I) eine Familie von abgeschlossenen Mengen. Weiter sei V := () V. Ist
el

i€ 1,s0ist V C V; und daher o(V) C a(V;) C V;, da V; abgeschlossen gegeniiber « ist.
Also ist a(V') C V; fiir alle ¢ € I. Daher ist «(V) C V. Dies war zu zeigen. Die zweite
Aussage folgt auch direkt. O

Die abgeschlossenen Teilmengen von (A, «) heiflen auch Unteralgebren.

Folgerung 1.4. Ist (A,«a) eine Relationsalgebra und U C A, so gibt es eine kleinste
abgeschlossene Menge [U], welche U enthdlt. Sie heifst die von U erzeugte Unteralgebra
von A.

Induktion Eine Relationsalgebra (A, «) werde von der Teilmenge U C A erzeugt.
Es ist [U] = A. Gilt eine Aussage fiir alle Elemente aus U und ist der Giiltigkeitsbereich
dieser Aussage gegeniiber o abgeschlossen, so ist die Aussage fir alle a € A giiltig. Dies
entspricht dem Satz 59 aus der Schrift ,,Was sind und was sollen die Zahlen* von Richard
Dedekind. (Siehe Dedekind, , Satz 59)

Sei im weiteren (A, «) eine Relationsalgebra. Weiter sei [U] der Abschluss von U C A.
Es gelten die folgenden Regeln.

Satz 1.5. 1. Ist U C A abgeschlossen, so ist a(U) abgeschlossen.
2. Esist (U] = U U«a([U)).
3. Es ist a([U]) = [a(U)].

Zul. Seia € a(V) und (a,b) € a. Da a € (V) ist gibt es ein v € V mit (v,a) € a. Da
V' abgeschlossen gegeniiber v abgeschlossen ist, folgt a € V. und daher b € a(V'). Also
ist (V') abgeschlossen gegeniiber «.

Zu 2. Es ist U U a([U]) abgeschlossen. Und U C U U «([U]). Daher ist [U] C U U «([U]).
Andererseits ist U C [U] und da [U] abgeschlossen ist, ist o([U]) C [U]. Daher ist
U Ua([u]) C [U]. Es folgt die Gleichheit.

Zu 3. Es ist «([U]) das Bild einer abgeschlossenen Menge abgeschlossen. und a(U) C
a([U]). Daher ist [a(U)] C a([U]).

Es ist a(U) C [a(U)]. Durch Induktion zeige ich, dass a([U]) C [«(U)] ist.

Es sei

T = {c|c € [U] und a({c}) C [a(U)]}

Sicherlich ist U C T'. Sei ¢ € T. Also ist a({c}) C [a(U)]. Da [a(U)] abgeschlossen
ist, ist a(a({c})) C [a(U)]. Ist also d € a({c})), so ist a({d}) C [a(U)]. Daher ist T
abgeschlossen gegeniiber ov. Damit folgt 7" = [U]. Damit folgt a([U]) C [a(U)].
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Abb. 1.5: Injektive Relation

Satz 1.6. Sei « eine injektive Relation auf A und a,b € A. Dann gilt: [a] C [b] oder
[b] C [a] oder [a]N[b] =0

Seien a,b € A und [a] ¢ [b] und [a] N [b] # (. Insbesondere ist a ¢, da sonst [a] C [b].
Wire [a] \ [b] abgeschlossen gegeniiber «, so wére [a] = [a] \ [b], also [a] N [b] = 0. Daher
gibt es ein x € [a] \ b und ein ¢ € A mit (z,c¢) € [b]. Von diesem = weist ein Pfeil nach
[b]. Da [a] abgeschlossen ist, ist ¢ € [a] N [b]. Ist ¢ = b, so ist [b] C [a] und wir sind fertig.
Andernfalls ist ¢ € a([b]). Es gibt daher ein y € [b] mit (y,c) € a. Da « injektiv ist, ist
x = y. Daher ist x € [b] im Widerspruch zur Voraussetzung. O

Jetzt aber zur Wiederkehr.

Definition 3 Ist & C A x A eine Relation, so liegt a in einer Schleife, wenn a € «o([a]) =

[a({a})]- .

Wenn ich von a ausgehe kann ich durch weitergehen a wieder erreichen. Also muss bei
a mindesten ein Pfeil enden. Anfangselemente liegen nicht in einer Schleife. Liegt a in
keiner Schleife und ist « injektiv, so liegt kein von a aus erreichbarer Punkt in einer
Schleife.

Satz 1.7. Sei (A, «) eine einstellige Relationsalgebra mit injektivem o. Ist a ¢ «(lal),
so ist fir jedes b € [a] b ¢ a([b]). Das heifst: Gibt es keinen Riickweg nach a, so gibt es
fiir keinen Nachfolger b von a einen Riickweg nach b



1.3 Relationen

Durch Induktion. Sei
T = {blb € [a] und b ¢ a([b])}

Es ist a € T. Ich zeige T ist gegeniiber Nachfolgern abgeschlossen. Sei b € T. Also
ist b ¢ «([b]). Weiterhin sei ¢ ein Nachfolger von b. Das heifit es besteht die Relation
(b,c) € a. Also ist ¢ € «a([b]). Zu zeigen ist ¢ ¢ a([c]). Es ist [c] C «([b]), da a([b])
abgeschlossen ist.

Angenommen ¢ € «([c]). Dann ist ¢ € a(a([b])). Es gibt daher ein y € «([b]) mit
(y,¢) € a. Da auch (b, ¢) € a und « injektiv ist, folgt y = b. Es ist aber a([b]) >y =b ¢
a([b]). Dies widerspricht der Vorraussetzung tiber b. Daher ist T' gegeniiber Nachfolgern
abgeschlossen. Damit ist 7' = [a] und die Behauptung ist bewiesen. O

Satz 1.8. Sei (A, «) eine einstellige Relationsalgebra mit injektivem o. A werde von
seinem Anfang E erzeugt. Durch a <b: <= [b] C [a] wird eine fundierte Halbordnung
auf A definiert.

Transitivitat: Sei a < b und b < ¢. Dann ist [b] C [a] und [¢] C [b]. Daher ist [c] C [a].
Also ist a < c.
Refexivitit: Es sei [a] = [b]. Da A von seinem Anfang erzeugt wird, und « injektiv ist,
ist a ¢ a([a]). Es ist [b] = {b} Ua([b]) = {b} Ua(]a]). Da a ¢ a([a]) ist ist a = b.
< ist fundiert: Das heifit jede nicht leere Teilmenge von A hat ein minimales Element.
Sei V' eine nicht leere Teilmenge von A. Ist [V] N E # (), so gibt es ein e € EN[V]. Denn
[V] =V Ua([V]). Da e ein Anfangselement ist, ist e ¢ «([V]). Also ist e € V. Damit ist
e ein minimales Element.
Andernfalls ist EN[V] = 0. Sei

T = {zlz ¢ [V]}

Es ist E C T. T kann nicht abgeschlossen gegeniiber « sein, da ) # V C [V]. Also gibt
es ¢ € T und ein ¢ € [V] mit (z,¢) € a.

Beh.: v ist minimal in V.

Bew.: Wire ¢ ¢ V, so wire ¢ € a([V]). Das hiee es gébe ein d € [V] mit (d,¢) € a.
AuBlerdem ist (z,c) € a. Weil «v injektiv ist, folgt = d. Es war aber x ¢ [V]. Dies ist
ein Widerspruch. Daher ist ¢ € V.

Beh.: ¢ ist minimal in V.

Angenommen es gibt ein m € V mit [c] C [m]. Wére ¢ € a([m]), so wire ¢ € a([m]), so
wére ¢ € a([V]). Dies kann nicht sein, wie wir gerade gesehen haben. Daher ist ¢ = m.O



2 Muster

2.1 Definition und Eigenschaften

(Ich hab dies frither als Q-Ketten bezeichnet. In Zukunft will ich es Muster nennen)
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Abb. 2.1: Romisches Fufibodenmosaik im Landesmuseum in Trier
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2.1 Definition und Eigenschaften

Wollen wir ein Muster auf ein Blatt Papier malen gehen wir beispielsweise folgender-
maflen vor. Wir malen irgend eine Figur, auf das Blatt, verschieben das Blatt um einen
Vektor @ und zeichnen die gleiche Figur. Das wiederholen wir. ! Beispielsweise ist die
Startfigur ein Punkt, ein Strich oder ein Strichménnchen.

Wir mustern unsre Umgebung, um sich in ihr zurechtzufinden.

e Wir zdhlen die Schritte, die wir vom Ort A zum Ort B brauchen um wenigsten
ungefihr die Entfernung der beiden Orte zu beschreiben. Natiirlich ist das eine
sehr ungenaue Beschreibung. Beispielsweise wird Franz eine andere Schrittzahl
ermitteln als Andreas. Die beiden werden ihre Entfernungsangaben objektivieren.
Das heif3t sie werden sich auf einen Normschritt einigen. In jedem Fall versehen sie
die Strecke [A, B] mit einem Bandmuster.

e Beispielsweise wird die Erde mit einem Koordinatensystem versehen. Das ist nichts
anderes als ein besonders einfaches Muster auf die Erdkugel gelegt.

Um etwas handfestes vor Augen zu haben, denken wir an die euklidische Ebene E. Es
sei A die Potenzmenge von E. Auf A wirken gewisse Funktionen z.B.

Spiegelungen.

Verschiebungen.

Drehungen.

zentrische Streckungen.

! Auch die Zeit wird gemustert. Mit einem Muster von ,regelméBigen® sich wiederholenden, sogenannten
periodischen Bewegungen gemessen.

11
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2.1 Definition und Eigenschaften

Definition 4 Seien Q2, A Mengen und F': 2x A — A eine Funktion. Das Tripel (2, A, F')
heif3t Q2-Muster. o

Es ist [©2 x A, A] in natiirlicher Weise isomorph zu [, [A, A]]. Jeder Funktion
F:QxA— A
entspricht bei dieser natiirlichen Isomorphie die Funktion
F:Q3aw (A>a— F(a,a) € A).

In Bourbaki (Bourbaki, Algebra I Chapters 1-3, Seite 24) heifit dies eine Aktion von 2
auf A.

Definition 5 Fiir o € Q und a € A bezeichne ich mit « - a := F(«a,a) € A. Oft wird
auch einfach aa geschrieben. o

Wir haben dann eine Relation R auf A indem man erklart:

(a,b) e R <= :Esgibt a € Qund b=« a.

Der Begriff der Abgeschlossenheit iibertriagt sich auf diese Relation. Eine Teilmenge
U C A ist abgeschlossen gegeniiber €2, wenn fiir alle & € 2 und alle a € U auch av-a € U
ist. Die Relation ist genau dann injektiv, wenn die Abbildung F' injektiv ist.

Beispiele:
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2 Muster

1. Das wichtigste Klasse von Beispielen erhilt man folgendermaflen: Es sei Q = {1}. Eine
Funktion F': Q — [A, A] ordnet der 1 eine Funktion a: A — A zu. Wir haben also eine
Menge A und eine Funktion a: A — A. Dann ist das Paar (A, a) eine Kette im Sinne
von Dedekind.2 Manchmal nennt man das Paar (4, ) auch einstellige Algebra. (Siehe den
Wikipedia Artikel: Einstellige Verkniipfung) Ein paar Ketten habe ich gezeichnet:

c d
< > A /X a b ¢ d
b s b s : C > > o> ——»

Zykel Kreis Ende im Kreis Kein Ende
—————— >
a b Cc d
——————— o—>——>—6 b — ——————»
Kein Anfang und kein Ende Viele Wurzeln

Zwei Anfaenge kein Ende

Viele Zykel

Abb. 2.3: gerichtete Graphen

2. Sei (A,a) = (N,14). (In den Beipielen verwende ich N). Ist dann n € N, so ist [n] =

2Dedekind definiert den Begriff Kette eine Kleinigkeit anders.(Siehe Dedekind,
, Erklarung 37.) Er geht aus von einer Menge S und einer Abbildung ¢ : S — S. Eine
Teilmenge K von S nennt er Kette, wenn ¢(K) C K ist. Wenn also K abgeschlossen gegeniiber ¢
ist.
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2.1 Definition und Eigenschaften

{z|x € Nund 2 > n}. Es ist [n] die Menge der Zahlen, die von n aus durch weiterzidhlen
erreichbar sind.
[153] := o153 o154 o155 o156 o

Hier das Beispiel mit der Zahl 153 einfiigen.

3. Ist A =N und a(n) = 2+ n, so ist « injektiv. Daher ist wegen Satz 1.6 [0] N [1] = 0. Es
ist [0] die Menge der geraden Zahlen und [1] = Menge der ungeraden Zahlen. Es ist {0, 1}
eine Basis von (A, «). Der Begriff Basis von X-Ketten wird spéter erklirt.

4. Verwickelter ist schon das néchste Beispiel. Es sei A = N und «(n) = 2-n + 1. Dann ist
« injektiv. Geht man von 0 aus und wendet immer wieder « an, so erhélt man die Bahn

von 0:
0 1 3 7 15 31 63
2 5 11 23 47 95 191
4 7 15 31 63 127 254

In der zweiten Zeile steht die Bahn von 2. In der dritten Zeile steht die Bahn von 4. Der
Durchschnitt der Bahnen ist paarweise leer. Dies ergibt sich aus dem Satz 1.6. Die Menge
der geraden Zahlen bilden eine Basis von (N, «)

Ehe ich die Theorie weiter verfolge noch ein paar Beispiele in den 2 mehr Elemente
enthélt:
Beispiele:
5. Sei A ein Q- Muster und B ein I'-Muster. Ist F': Q@ — T" eine Funktion, so wird B durch
a-b:= F(a)-b zu einem Q-Muster.

6. Sei A = N mit den beiden Abbildungen a(n) = 1 +n und S(n) = 2 + n. Man erhélt
folgendes Muster:

0123 5 7 S

N

7. Sei A=N, a(n) =2+ n und f(n) = 3+ n, Es ergibt sich das folgende Muster.

>

0 3 6 9 12 15 18 21
R T B B e
oI S _— G

A 7 10—~ 13— - 16—=19

Die Pfeile nach rechts entsprechen . Die Pfeile nach unten und die gepunkteten Pfeile
entsprechen a.

8. Sei wieder A = N, a(n) = n+ 3 und S(n) = n + 5. Dann gehen von jedem n € N zwei
Pfeile aus. In (N, «, 8) sei [0] die von 0 erzeugte Unteralgebra. Ein Pfeildiagramm von [0]
sieht so aus.:

15



2 Muster

12

T

Man geht dabei von 0 aus zeichnet einen Pfeil nach unten und berechnet 0 + 3 = 3. Man
zeichnet von 0 aus einen Pfeil nach rechts und berechnet 0+ 5 = 3(0) = 5. Das wiederholt
man bei jedem berechneten Wert.

Beh.: Es ist {n|8 <n € N} C [0]

Es ist {8,9,10,11, 12,13} C [0] wie man oben berechnet hat. Sei

T = {z|z > 13 und [8, z] C [0]

Dabei ist mit [8,z] das Intervall zwischen 8 und z gemeint. Es ist 13 € T..

Beh T ist gegeniiber 1+ abgeschlossen.

Bew.: Seiz € T. Dann ist 1+2 = (x—5)+3+3 = B(B(x)). Daxz—5 € TN[0] ist, ist 1+ € [0]
und daher [8, 2+ 1] C [0]. Daher ist 1+ € T. Es folgt die Behauptung. In diesem Beispiel
kommutieren die belden Abbildungen «, 8. Die Abbidung ®: {a, 3} x N — N ist nicht
injektiv. Es ist beispielsweise a(5) = 5(3). Aber a # . Im néchsten Beispiel kommutieren
die beiden Abbildungen nicht.

Das Muster aus diesem Beispiel ist wesentlich verschieden vom Beispiel 6. Das wird spéater
genauer ausgefiihrt.3

. Wir betrachten wieder N-

< {1,2} xN> (z,n) = 14+2+neN

Bezeichnet man a(n) = 14+ 14 2n und S(n) = 1 + 2 + 2n und zeichnet den Baum, so
erhilt man
| / \
4
/| /l
10

7

3Im Beispiel 6 ist a® = 3. Im Beispiel 9 ist dies nicht der Fall. In der Kategorie der Muster mit o =
ist das Beispiel 6 ein freier Generator.
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2.1 Definition und Eigenschaften

Die Abbildung F': {«a, 8} x N3 (v,n) — v(n) € N ist injektiv. Denn ist y(n) = +/(m), so
ist etwa y(n) und damit 7' (m) ungerade. Daher ist ¥ = 4/ = . Daher ist 2-n+1 = 2-m+1.
Daher ist n = m. Also ist F' injektiv.

Beh: [0] =N
Bew.: Sei T' = {z]|[0, z] C [0]}
Esist 0 € T und T ist gegeniiber 1+ abgeschlossen. Sei n € T'. Ist n gerade, so ist n = 2-k.

Und es ist k € TN[0]. Daher ist 2-k+1 € [0]. Daher ist n+1 = 2-k+1 € T. Enstprechend
schliefit man, wenn n ungerade ist.

10. Das letzte Beispiel verallgemeinere ich: Sei Q@ = {0,...,n — 1} mit n > 2.
2 OxN3(ya)—1l+a+n-aeN

Es ist - injektiv: Sei «-a=a'-a’. Dannist 1+ a+n-a =1+’ +n-a’. Nehmen wir an

esist a > a'. Es folgt: n- (a —a’) =o' — a. Es ist a — &’ < n. Also ist a = a’ Daher ist
!/

a=d.

[0] = N. Das heifit der © Abschluss von {0} ist N.

Es sei
T:={mlk<m=keNn|[0]}

Es ist {0,...,n} C T und T ist abgeschlossen gegeniiber 14+. Sei m € T und m > n. Ich
zeige m+1 € T. Sei m € T und m > n. Ich zeige m+1 € T. Dam € T und m > n, ist
kann m —1 geschieben werden m —1 = a+n-a. mit « > n—1. Daher ist m = 1+ a+n-a.

l.Fall: e <n—1.Damnist 1+a<n-—1. Alsoist m+1=1+4+ (a+1)+n-ac|0].

2. Fala=n—1.Dammist m+1=1+(n—-1)+1+n-a=1+n-(a+1) € [0]. Daher
ist [0] =N

11. In diesem Beispiel siecht man, dass es eine durche eine ,,Ersetzung“ aus dem vorigen Beispiel
hervorgegangen ist. Es wird von dem leeren Wort ausgegangen. Die Funktion « heifit: Es
wird vor das Wort ein Buchstabe a gehédngt. Die Funktion 8 bedeutet: Es wird vor das
Wort der Buchstabe b gehdngt. Man ,fiihlt“, dass das letzte Beispiel im wesentlichen gleich
dem vorherigen ist. Dies wird im weiteren Verlauf des Textes verdeutlicht und bewiesen.

aa/ \ba ab/\bb
A A

aaa baa aba bba aab bab abb bbb

Ich wende jetzt die Ergebnisse aus dem 1. Kapitel an.

Definition 6 Sei A eine Q-Kette. Ist U C A, so bezeichne

Q-U:={a-ala €U und a € Q}.

17



2 Muster

Satz 2.1. 1. Ist U abgeschlossen in A gegeniiber §2, so ist Q- U abgeschlossen.
2. Esist Q-[U]=[Q-U].
3. Esist fur alleU C A: [U]=UN[Q-Ul=UUQ-[U].

Dies ist nichts anderes als die Aussagen der Satzes 1.5. Unter gewissen Voraussetzungen
vererbt sich die Eigenschaft nicht in einer Schleife zu liegen.

Satz 2.2. Sei F': Qx A3 (o,a) — a(a) € A injektiv. Dann ist die Menge der Elemente,
die nicht in einer Schleife liegen gegeniiber 2 abgeschlossen.

Liege a nicht in einer Schleife. Dann ist a ¢ Q - [a]. Sei a € Q. Angenommen «(a) €
- [a(a)]. Dann gibt es ein 5 € 2 und ein b € [a(a)] mit a(a) = B(b). Daher ist a =
und a = b. Daher ist a € [a(a)]. Dies widerspricht der Voraussetzung iiber a. O

Definition 7 Sei A eine Q- Kette. 2 kommutiert auf A, wenn fiir alle «, 8 € Q und alle
a€Agit:a-(f-a)=0(a-a). o

Satz 2.3. Kommutiert Q auf A und ist U gegeniiber Q2 in A abgeschlossen, so ist Q=1 (U) :=
{ala € A und a-a €U fir ein o € Q} abgeschlossen in A.

Sei a € Q7 H(U). Also gibt es ein a € Q, so dass a-a € U gilt. Ist 3 € Q. so ist
B -(a-a) € U, da U abgeschlossen ist. Daher ist a - (8-a) = - (a-a) € U. Also ist
B-acQYU). O
Beispiele:

12. Besteht € nur aus einem Element, so wirkt  auf jedem Q-Muster (Q-Kette) kommutativ.

13. Betrachte N mit den beiiden Abbildungen a(x) = 2241 und S(x) = 3x+2. Dann operieren
a, 8 kommutativ auf N.

Einfache Muster
Satz 2.4 (Einfache Muster). Fir ein Q-Muster sind dquivalent:
1. Das einzige nicht leere Untermuster von A ist A.

2. Fir alle a € A ist [a] = A.

1.=2.: Sei a € A. Dann ist [a] ein Untermuster von A, das nicht leer ist. Also ist
[a] = A.
2. =1.: Sei U ein nicht leeres Untermuster und a € U. Dann ist nach Voraussetzung
A=la] CU. Alsoist U = A. O

Definition 8 Trifft eine der Aussagen des Satzes und damit beide zu, so heifit das -
Muster A einfach.
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2.2 Morphismen

Ein Muster ist einfach, wenn man von jedem Punkt aus iiberall hin kommt.
Beispiele:

14. Jeder Kreis (1-Muster) ist einfach.

15. Der folgende gerichtete Graph ist einfach.
0<—1<=2

l, =
3
Von 1 gehen zwei verschiedene Pfeile aus. Von den anderen Elementen kénnen auch zwei

Pfeile angenommen werden. Esist «-0=06-0,a-3=0-3 und -2 = - 2. Das Muster
ist nicht kommutiv. Denn a-f-1=2und f-a-1=(-0=3.

2.2 Morphismen

2.2.1 Definition und grundlegende Eigenschaften

Wir reden in verschiedenen Sprachen manchmal von den dhnlichen Gegenstanden®. Wir
ordnen die Dinge in verschiedene Regale ein. Ein Hirte der Steinzeit, nennen wir ihn
Abel wird moglicherweise seine Schafe so gezéhlt haben: Abel lisst die Schafe an sich
voriiberziehen und fiir jedes Schaf zeichnet er einen Strich in den Sand. Er symbolisiert
also die Zahlen durch verschieden lange Strichlisten.

Der Inder Aryabhata hat unser Stellenwertsystem erfunden. Nehmen wir an es sei schon
das Dualsystem gewesen. Er zahlt 0,1, 10(= 2), 11(= 3) etc. Wir fragen uns: Gibt es eine
Ubersetzung von dem Zahlenmuster des Hirten Abel in das des Inders? Bedeuten die
Zeichenreihen ,|[|“ und ,,11% das selbe.

Kann das ,,Eins mehr“ Abels in das ,nichste Zahl“ des Inders iibersetzt werden.
Bedeuten die Zeichenreihen | ||| und 100 dasselbe? Gibt es eine Ubersetzung, die mit
dem ,Eins mehr* des Urzeithirten und dem ,néchste Zahl“ des Inders vertréaglich ist?
Ich bezeichne das , Eins mehr® von Abel mit . Das ,néchste Zahl“ von Aryabhata mit
5. Gibt es eine Funktion f, so dass folgendes Diagramm kommutativ ist?

Abel — | ===l —

bl b

Ind 1 1 11 1
nder OB 5 Oﬁ 5 00

Es muss eine ordentliche Leiter entstehen. Wenn Abel eins weiter geht und dann tiber-
setzt, muss dasselbe herauskommen, wie wenn zuerst iibersetzt wird und dann der Inder
eins weiter geht. Betrachtet man die Paare der Kette, so sieht man die Menge der Paare

{(a, f(a))|a ein Strichmuster A f(a) ein 01 Muster}

ist gegeniiber der Abbildung (|3) abgeschlossen. Tatsichlich gibt es eine solche Uber-
setzung. Sie ist leicht zu programmieren.

“Hierher gehort eine langerer Ausflus iiber die verschiedenen Methoden Zahlen darzustellen. Zum Bei-
spiel Zahldarstellungen der Mayas, der Romer etc. Vielleicht der Zahlbegriff von Végeln
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2 Muster

Prézisieren wir dies. Sind A, B zwei 2-Muster, so wird A x B durch komponentenweise
Multiplikation mit Elementen aus 2 zu einer {2- Kette.

Satz 2.5. Sind (A, «) und (B, 3) zwei Q-Muster, so sind fir eine Abbildung f : A — B
dquivalent:

1. Fiir alle o € Q0 gilt: Das Diagramm ist kommutativ. 4 _%. A

1

B——
-

2. Der Graph G = {(a, f(a))|a € A} ist gegeniiber Q0 abgeschlossen.
3. Es ist fir alle « € Q und alle a € A ist f(a-a) = - f(a).

1.= 3. Seia € A. Dann ist f(a-a)) = a - (f(a)) fir alle a € A, wegen der Kommuta-
tivitdt des Diagramms.
3. = 2. Es sei (a, f(a)) € G. Dann ist f(a-a) = a- f(a). Also ist ((a - a), f(a-a)) =
(a-a,a- f(a)) € G. Also ist a - (a, f(a)) € G. Also ist G gegeniiber 2 abgeschlossen.
2. = 1. Seia € A. (a, f(a))) € G Also ist (a(a),a- f(a)) € G. Da f eine Funktion ist,
ist f(a(a)) = a-(f(a)). Das war behauptet. O

Definition 9 Sind A und B -Ketten, so heifit f: A — B ein Homomorphismus oder
Morphismus, wenn f die Eigenschaften des Satzes erfiillt. A, B heiflen isomorph, wenn
es frA— Bund g: B— Agibt mit gof =14 und fog=1p.

Damit ist f: A — A ein Morphismus, wenn f mit mit allen Elemente aus 2 kommutiert.
Die Identitat ist immer ein Morphismus. Die Verkettung von Morphismen ist assoziativ.
Kurz die Klasse der €2- Ketten zusammen mit den Morphismen bilden ein Kategorie.
Beispiele:

16. Sei A = R und a: R 3 z — —z € R. Ein Morphismus f: (R,a) — (R, «) ist eine
Abbildung, fiir die gilt: f(—x) = — f(z). Beispielsweise ist jede Potenzabbildung f(z) = «™
mit ungeradem n € N ein Morphismus.

17. Sei wieder A = R «a(z) = —2 und S(z) = z. Ein Morphismus f: (R,a) — (R, 3) ist eine
Abbildung fiir die gilt: f(—z) = f(z). Dies sind die Abbildungen, deren Graph symmetrisch
zur y-Achse ist.

18. Sei A = R"™ und Q die Menge der Permutationen von {0,1,...,n — 1}. Weiter sei B =
R und 8 = Id. Ein Morphismus f: (4,Q) — (R, ) ist eine Abbildung fiir die gilt:
fla(zo,...,xn-1)) = f(xo,...,2n_1) fiir alle a € Q. Dies ist zum Beispiel fiir die Funktion
FiR" > (20,...,2p 1)~ (zo+ ... 2,_1)F € R der Fall fiir alle k € N.

19. Sei A = R%*und Q die Menge der Drehungen um den Nullpunkt. Ist B = R und 8 = Id,
so ist ein Morphismus zwischen (A, 2) und (B, 3) eine Abbildung, deren Werte gegeniiber
Drehungen invariant sind. Also beispielsweise f(Z) = \ilﬁ

Satz 2.6. Ist : A — B ein Morphismus zwischen zwei ) Ketten, ist U C A abgeschlos-

sen in A und ist V abgeschlossen in B, so ist f(U) abgeschlossen in B und f~1(V)

abgeschlossen in A.
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2.2 Morphismen

Sei b € f(U). Dann gibt es ein a € U mit b = f(u). Ist a € Q, so ist a - a € U. Daher
ist flaaera) =a- f(a) =a-be f(U). Also ist f(U) abgeschlossen in B.
Ist V C B abgeschlossen in B und a € f~1(V). Also ist f(a) € V und daher a - f(a) =
f(a-a) € V. Daher ist a-a € f~1(V). Das war behauptet. O

Satz 2.7. Sind zwei Morphismen f,g: A — B auf einem Erzeugendensystem gleich, so
sind ste gleich.

Sei E ein Erzeugendensystem. Fiir alle e € E ist nach Voraussetzung f(e) = g(e). Es
sel

T ={ala € Aund f(a) =g(a)}
Sei « € Qund a € T. Es folgt f(a-a) = a- f(a) = a-g(a) = g(a - a). Daher ist T
gegeniiber 2 abgeschlossen. Auflerdem ist ¥ C T. Daher ist T'= A O
Produkte

Sei (A;]i € I) eine Familie von Q- Ketten. Wir betrachten

i€l iel
Ist f € II Ai, so bezeichne ic