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1 Zur direkte Summen abelscher
Gruppen

Satz 1.1. Es seien B,C Untergruppen der abelschen Gruppe A. Dann sind
folgende Aussagen dquivalent:

1. A=BaC.
2. Jedes a € A ldsst sich eindeutig schreiben a =b+c mitb € B und c € C.

3. Esist A= B+ C und die 0 ldsst sich eindeutig schreiben 0 = b+ ¢ mit
be BundceC.

1.=2:SeiA=B@Cunda=b+c=b+c mit b, € Bund ¢,c € C.
Dann ist 0 = (b — V') + (¢ — ¢). Daher ist c — ¢ =¥ —b € BNC = 0. Daher
ist c—c =b —b=0 Daherist b="5 und c = .

2. =3.: Ist a € A, so gibt es eindeutig bestimmte b € B und ¢ € C mit
a = b+ c. Daher ist A = B 4+ C. Alle Elemente lassen sich eindeutig als
Summe von Elementen aus B und C' schreiben. Daher ist insbesondere die
Summendarstellung der 0 eindeutig.

3. =1.: Esist A = B+ nach Voraussetzung. Sei b € BNC'". Dann ist —b € C.
Es folgt 0 = b+ (—b) = 0+ 0 Wegen der Eindeutigkeit folgt 0 = b = (—b). Also
ist auch BNC = 0. a

Satz 1.2. Fir B,C — A sind die folgenden Aussagen dquivalent:
1. A=BaC.

2. Es gibt zwei Endomorphismen g, mc: A — A mit mg(A) = B,mc(A) =
C,?T% = 77377% =7mc und tg+ 7o = 14.

1. =-2.: Wir betrachten die Abbildungen ng: A= B&C>b+c—be A
und 1¢: A= B®C b+ ¢ ¢ € A. Diese beiden Homoorphismen erfiillen
das Gewdlinschte.

2. =1.:Siea € A. Dann ist a = mp(a) + m¢(a) € B+ C.Ist a € BNC, so ist
mp(a) = a = 7c(a). Daher ist a = 75(a) = 7p o mc(a) = 0. O
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Homomorphismen liefern eine Moglichkeit direkte Summanden zu kennzeich-
nen und zu erkennen,

Satz 1.3. f: A— B, und g : B — C Homomorphismen.

1. gf ein Monomorphismus <= Bi(f) NKe(g) =0 und f ist ein Mono-
morphismus.

2. gf ein Epimorphismus , dann ist Bi(f) + Ke(g) = B.

3. gf ein Isomorphismus, dann ist Bi(f) ® Ke(g) = B.

Zu 1.: Sei gf ein Monomorphismus und y € Bi(f) N Ke(g). Dann gibt es
ein x € A mit f(z) = y. Also ist g(f(z)) = 0. Damit ist x = 0 und so auch
y=f(z)=0.

Zu 2.: Sei b € B . Dann gibt es ein a € A mit gf(a) = g(b). Also ist f(a) —b €
Ke(g). Und also f(a) =b+ k mit k € Ke(g). Und daher b = f(a) + (—k).

Zu 3.: Ist gf ein Isomorphismus, so ist gf ein Epimorphismus. Daher ist b =
Bi(f) + Ke(g). Da andererseits gf auch ein Monomorphismus ist, ist Bi(f) N
Ke(g) = 0. Das bedeutet B = Bi(f) & Ke(g). O

Satz 1.4. Sie 0 # d@ = (a1, a2) € Z2. Fiir aZ—7* sind dquivalent:
1. a7 ist direkter Summand in 72,

2. Es gibt by, by mit a1b1 + asbs = 1.

1. = 2.: Sei @ = (a1,a2) # 0 und GZ direkter Summand in Z2. Dann gibt

es U—=7Z2% mit @Z ® U = Z2. Sei p: Z*> — @Z die Projektion auf @Z. Also ist
p(@) = d. Es ist a: @Z > dz — z € Z ein wohldefinierter Isomorphismus. Es
ist 1 = a(p(@)) = a(p(éi)ar + p(éz)az) Da «,p Homomorphismen sind, ist
1 = a(p(€i))ar + a(p(€z))az. Wahlen wir by = a(p(éi)) und by = a(p(€3)), so
erhalten wir: 1 = byaq + boas.
2. =1.: Es gebe by, by mit bia; + boas = 1. Wir haben den Homomorphismus
f:7Z? 5 (x,9) = bz + by € Z. Bs ist f(@) = 1. AuBerdem ist a: Z > z
@z € 7Z? ein Homomorphismus. Es ist f o a(l) = bjaj + baaz = 1. Daher ist
foa=1y. Es folgt Z* = Ke(f) ® Bi(a) = Ke(f) & aZ. Daher ist aZ direkter
Summand in Z.

Satz 1.5. Seid € Z*. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

1. @7 ist direkter Summand in 72.
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C1 ap ¢
c2 az €2

von den beiden Vektoren bestimmte Determinante.

2. Es gibt ein ¢ = (c1,c2), so dass a“ = 1 glt. Dabei ist die

1. =2.: Es gibt nach dem Satz vorher ein b= (b1,b2) mit a1b; + azbe = 1.
Dann ist Zl ;bz = a1by + asby = 1. Wahle wir ¢; = —by und ¢, = by, so
2 1
folgt de Behauptung.

2. =1.: Es gibt (c1,c2) mit “ zl| = aqico — clae = 1. Wihlt man by = c»
2

a2
und by = —cq, so folgt die Behauptung. O
Die Determinante a 21 gibt den orientierten Flacheninhalt, des von &,¢c
2 €2

aufgespannten Parallelogramms an. Also ist @Z direkter Summand in Z?, wenn
es ein ¢ gibt, so dass d@, ¢ ein Paralellogramm der Fliche 1 aufspannen Beispiele:

1. Ist B direkter Summand in A und A = B & C, so heifit C' Komplement von
B. Dieses Komplement ist normalerweise nicht eindeutig bestimmt. Sei zum
Beispiel 4 = 7% = (1,0)Z @ (0,1)Z = (1,00Z & (1,1)Z = (1,0) & (z,1)Z fiir
beliebiges z € Z.

Ist (z,0) = (2,1)y € (1,0)ZN (%,1)Z, so ist y = 0 und daher auch z. Also sind
die beiden Untergruppen disjunkt. Weiter ist (1,0) = (1,0)Z & (z,1)Z. Und es
ist (0,1) = (—2,0) + (z,1) - Z. Daher ist auch die Summenbedingung erfiillt. O

Satz 1.6. FEs gebe einn € N, so dass A-n = 0. Ist n =r-s mit teilerfremden
r, 8, so ist A= As @ Ar.

Esgibt x,y € Zmit sz +ry=1.Ista € A, soista-1=(a-z))-s+(a-y) r €

A-s+A-r.Istac A-sNA-r,sogibt es a’,a” € Amit a = a’'s = a"r. Daher
ist

Also ist @ = 0. Damit ist der Durchschnitt 0. O

Diese Aussage kann verebessert werden. Dazu eine Definition:

Definition 1. Sei p eine Primzahl. Die Gruppe A heifit p-primér genau dann,
wenn es zu jedem a € A ein n € N gibt mit a - p™ = 0.
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Die Summe aller p-priméren Untergruppen einer Gruppe A ist p-primér. Es ist
die groBite p-primére Untergruppe von A. Sie wird mit A, bezeichnet und heifit
p-Primarkomponente von A.

Satz 1.7. Ist A eine Torsionsgruppe, so ist A = @ A,. Es ist A direkte
p prim
Summe seiner Primdrkomponenten.

Sei a € A. Es gibt ein kleinstes n € N, so dass a - n = 0. Dieses n habe die
Primfaktorzerlegung n = pi' ---p,*. Esist a € A, + -+ + Ap, .
Dies beweise ich durch Induktion nach der Anzahl der verschiedenen Prim-
faktoren von n. Die Behauptung ist klar fiir £ = 1. Gelte sie fiir k. Sei nun
n=(pi" - piF) - piy . Bs sind pi* -+ pp* und pi' teilerfremd. Daher gibt es
z,y € Z mit

R Tk Th+4+1
L=pi' Pz 4Dy
Thk+4+1

a=a-pi'-prrta-piy

Der erste Summand ist in A und der zweite Summand nach Induktionsvor-

Pk+1

ausetzung in Ay, +... A4y, . Alsoist a € Ay, +---+ Ap, .. Mit Induktion folgt:
A= > A,
p prim

Zu zeigen bleibt, dass die Summe direkt ist. Sei dazua € A,N(Ap, +---+A4,,)
mit p # p; fir i € {1,...,n}. Es ist dann @ = a1 + --- + a, mit a € A, und

r

a; € A;. Es gibt zu jedem i ein r; € N mit a; - p;’ = 0. Sei m = p}*---p/».
Auflerdem gibt es ein r € N mit a-p™ = 0. Da m und p" teilerfremd sind, gibt
es z,y € N mit

l=p" - z4+m-y

a:a.pr.x+a.m.y

Beide Summanden sind 0. Also ist a = 0. O

1.1 Universelle Eigenschaft

Satz 1.8. Sei A = Ay + Ay fiir zwei Untergruppen A1, As und q;: A; — A die
kanonischen Inklusionen. Es sind dquivalent:

1. A=A @ A,.

2. Zu je zwei Homomorphismen f;: A; — B,i € {1,2} gibt es genau einen
Homomorphismus f: A — B mit og; = f;,i € {1,2}
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1. =-2.: Sind A, 5y Bund Ag 3 B ywei Homomorphismen, so definieren wir:
S(f): A3 a=ai+az — fi(a1)+ fa(az) € B. Diese Definition is eindeutig und
f st ein Homomorphismus. Es ist fq1 = fqg2 und beziiglich dieser Eigenschafzt
ist f auch eindeutig.

2. =1.: Sei a € A1 N Ay. Wir betrachten die beiden Funktionen f;: A; 5 x —
x € Aund fo: A2 5 © — 0 € A. Es gibt genau eine Funktion A Iy A mit
foqi=fiund foge = fo. Daa € Ay N Ay ist gilt f(a) = fqi(a) = fi(a) = a.
Und da a € Ag ist gilt: f(a) = fg2(a) = f2(a) = 0. Also ist a = 0. Daher olgt
die Behauptung. O

Dieser Satz gilt auch fiir beliebige Indexmengen.
Satz 1.9. Sei (A;|i € I) eine Familie von Untergruppen mit Y. A; = A. Und
el
q; : A; — A seien die Inklusionen. Dann sind dquivalent:
1. Esist @ A; = A.
el
2. Zu jeder Familie von Homomorphismen f;: A; — B gibt es genau ein
f: A —= B mit foq = f;. Das heifit folgendes Diagramm ist fir alle
1 € I kommutativ. A

T 1!
qi -
Q

i

FEine vielleicht bessere Veranschaulichung der Situation ist folgendes Diagramm:

1. =2.: Genau wie im Satz vorher.
2. =1.: Sei a; = }_;4;a; mit a; € Aj. Wir betrachten die Familie der Ho-
0 falls a € A;
a falls a € A;
frA— Bmit fog; = f; fiir alle j € I. Dann ist f(a;) = (3 ;4 a;). Wir
erhalten: a; = f(gi(ai)) = Zj;éi flaj) = Zi;éj faj(a;) = Zj;éi filaj) =0 U

momorphismen fj(a) = { Zu dieser Familie gibt es genau ein
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Satz 1.10. Seien (A, q;) und (S,s;) zwei abelsche Gruppen mit q;: A; — A
und s;: A; — S. Gibt es zu jeder Familie f: A; — B genau ein f: A — B mit
fi = fqi und genau ein g: S — B mit gs; = f;, so sind A und S isomorph.

Nach Voraussetzung iiber A gibt es zu der Familie s;: A; — S genau ein
f:A— Smit fg; = s; fiir alle i € I. Genauso gibt es genau ein g: S — A
mit gs; = ¢;. Daher ist fq; = fgs; = 1gs; fiir alle ¢ € I. Daher ist 1g = fg.
Es ist auch gs; = gfq; = 1ag; fiir alle ¢ € I. Daher ist 14 = gf. Es folgt die
Behauptung. O

Es fragt sich ob es zu jeder Familie (A;|i € I) von Gruppen eine solche Gruppe
A und solche Homomorphismen ¢;: A; — A gibt. Setzen wir das Auswahlaxiom
voraus, so ist die Antwort: Ja!

1.1.1 Produkte und Koprodukte

Definition 2. Sei (A;|i € I) eine Familie von Gruppen.

HAZ' ={ala: I — U A; und a(i) € A;}
iel iel

sei das mengentheoretische direkte Produkt der Mengen (A;|i € I).

Fir a € [] A; wahlen wir die etwas eingédngigere Schreibweise (a(i)|i € I) =
el

(a(7)). Im Falle I = N entspricht dies der Schreibweise fiir Folgen (a(n)). Wie

bei Folgen schreiben wir (a(i)) = (a;). Dabei ist a(i) = a; € A;. Es ist (ay)

eine andere Darstellung der Funktion a: I — |J A; mit (i) = a; € A;. Ist

el

I die endliche Menge I, = {0,...,n — 1}, so entspricht jedem a: I — []A4;

ein n-Tupel o = (ag,...,an—1). Die Funktion o wird mit ihrer Wertetabelle

identifiziert.

[T A; wird zu einer Gruppe aus A indem man definiert (a+8)(i): = a(i)+5(7).

i€l

Es ist (a;) + (bj) = (a; + b;). Die Gruppenoperationen ist komponentenweise
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definiert. Die Abbildungen
T HAZ' > a— alk) € Ag,
i€l
heiflen Projektionen. 7y ordnet jedem (a;) die k-te Komponente zu.

Satz 1.11. Essei(f;|i € I) eine Familie von Homomorphismen f; € Hom(X, A;).
Dann ist die Abbildung:

fr X2z (filx) e []A

el

der einzige Homomorphismus, so dass fir alle i € I gilt: w; o f = f;.

Ai Aj f! Ak Al
s \ ™
Y
IT Ai
el

Die Abbildung f ist ein Homomorphismus. Denn f(x + ') = (fi(z + 2')) =
(fi(z) + i) = (fi(x)) + (fi(2")) = f(z) + f(«). Also ist f ein Homomor-
phismus abelscher Gruppen. Fir r € Rist f(z-r) = (fi(z - 7)) = (fi(x) -r) =
(fi(z))-r = f(x) - r. Also ist f ein Homomorphismus. Weiter ist nach Defini-
tion (m; o f)(x) = mi((fi(z))) = fi(z) fir alle z € X. Daher ist m; o f = f;. Sei
g: X — [l;cr Ai ein weiterer solcher Homomorphismus. Dann ist fiir alle z € X
und alle i € I: gi(z) = mi(gi(x)) = (m 0 g)(z) = fi(z) = (m o f)(z) = fi().
Daher ist (g;(z)) = (fi(z)). Daher ist f(x) = g(x) fiir alle z € X. Daher ist

f=g O

Folgerung 1.12. In der Kategorie My gibt es Produkte. Das Produkt einer
Modulfamilie ist bis auf Isomorphie eindeutig.

Dies gilt wegen Satz ?7. O

Sei (A;]i € I) eine Familie von Moduln und (P = [[;c; Ai|(mi, i € I)) ihr
Produkt. Zu jedem ¢ € I hat man die Familie f;A; — A;

0:i fiir § # 4
ij{ !

1y, fiiri=j
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Dabei ist 0;5: A; — Aj die jeweilige Nullabbildung. Es existiert also fiir alle
i € I der eindeutig eindeutig bestimmte Homomorphismus 7;: 4; — P mit

Oij flir ] #Z
i = .. .
1y, firi=j

Fiir alle ¢ € I sind die n; Monomorphismen. In der Schreibweise als I-Tupel ist
ni(a) = (...,0,a,0,...). Das ist das Tupel, das an der iten Stelle a stehen hat
und an allen anderen Stellen 0. Sei [ A;: = > n:(A4;) — P.
el el
Satz 1.13. Es st [] A; = @ ni(Ay)
icl icl
Sei eine endliche Teilmenge £ C I gegeben und 0 = > 7;(a;). Dann ist fir
1€ER
ke E:0=m(> ni(a;)) = me(ne)(ax) = ag. Daher ist ni(ag) = 0 fiir alle
i€k

1€
k € E. Die Summe ist direkt. a
Satz 1.14. Ist E eine endliche Teilmenge von I, so ist D = @ n;(A;) di-
1S
rekter Summand in P = [[ A;. Ist p = > nym;, so ist p: [[ A — D ein
i€l 1€l i€l

Homomorphismus mit potr=1p.

Wir betrachten den Homomorphismus p = Y n;m;. Es ist Bi(p) = D und fiir

1€ER
reDx= Z ni(a;) = (Z nimi)(ni(a;)) = x. Daher ist 1p = pot. Wobei ¢ die
Inklusion 1st Also ist D dlrekter Summand in P. a

Satz 1.15. Es sei P = @ ni(A,). Zu jeder Familie f;: A; — A ist

el
o @mi(A) 2> mila) = > fila;) € A
i€l i€l i€l

der einzige Homomorphismus mit f on; = f; fiir alle i € 1.

Der Homomorphismus ist sicher wohldefiniert. Sei a; € A;. Dannist f(n;(a;)) =
fi(a;) fir alle ¢ € I. Daher ist fon; = f; fur allei € I. Sei g: @ n;(A;) — A ein
il

€
solcher Homomorphismus. Dann ist fiir alle z € @ n;(A;): g(x) = > gni(a;) =
i€l

i€l
Yoicr filai) = >icr fni(ai) = f(z). Dies ist fiir alle
x € @ n;(A;) richtig. Daher ist f = g. O
i€l

Folgerung 1.16. In der Kategorie Mg gibt es Koprodukte. Dies ist bis auf
Isomorphie eindeutig.
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1.2 Einige Struktursatze

Satz 1.17. Ist f: A — Z ein Homomorphismus, so ist A = Ke(f) ® aZ mit
acAunda-7Z=17.

Da f ein Epimorphismus ist, gibt es ein a € A, so dass f(a) = 1 ist. Wegen
der universellen Eigenschaft von Z, gibt es genau ein g: Z — A mit g(1) = Es
ist (fog)(1) = f(a) = 1. Daher ist A = Ke(g) & Bi(g). Es ist Bi(g) = aZ.
Auflerdem ist g ein Monomorphismus. O

Satz 1.18. Jede Untergruppe von Z" ist direkte Summe von hochstens n zy-
klischen Untergruppen.

Die Behauptung stimmt fiir Z' = Z. Der Satz wird durch Induktion nach n
gezeigt. Gelte die Behauptung fiir Z". Dann ist jede Untergruppe von Z™ di-
rekte Summe von hochstens n zyklischen Untergruppen. Wir betrachten Z"+!
und den Epimorphismus m,41: Z"" 3 (a1,...,a0p41) — any1 € Z. Bs ist
Ke(mpy1) = Z™. Sei U — Z™"! eine Untergruppe. Wir betrachten die Ein-
schrankung von w11 auf U 75 ,1: U > u +— m,41(u) € Z. Da jede Unter-
gruppe von Z zyklisch und isomorph zu Z ist gibt es einen Isomorphismus
a: Bi(m ) — Z. Es ist daher f := an; | ein Epimorphismus. U — Z. Daher
ist U = Ke(f)®uZ fiireinu € U. Es ist Ke(f) = Ke(n}; ) = UNKe(m,) — Z".
Also ist Ke(r, ;) direkte Summe von hochstens n zyklischen Untergruppen.
Damit folgt die Behauptung. O

Satz 1.19. Ist I torsionsfrei und endlich erzeugt, so gibt es einen Monomor-
phismus F — Z".

Essei F=a1Z+---+a,Z. Ist n =1, so ist die Behauptung klar. Denn, da F’
torsionsfrei ist, ist a;Z = Z. Gelte die Behauptung fiir k. Es gibt daher einen
Monomorphismus ay,: Fj, — ZF. Ist ap+1ZNF, =0, 80 ist Fi11 = F, ® agp1Z
und man hat den Monomorphismus

apr1: Fy ® ap1Z > x + agp12 — op(z) + epp1 - 2 € ZF,

Dabei ist eg41 der (k+1)te Einheitsvektor. Andernfalls gibt es ein z # 0 mit 0 #
ap+12 € Fy. Daher ist Fy 12— F}. Da F' torsionsfrei ist, ist die Multiplikation
mit z # 0 ein Monomorphismus. Also gibt es insgesamt einen Monomorphismus
Fi1 — ZF. O

Folgerung 1.20. Ist ' eine von n Elementen erzeugte torsionsfreie Gruppe,
so gibt es ein k < n, so dass F isomorph zu ZF ist.
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F' ist bis auf Isomorphie Untergruppe von Z". Mit dem Satz 1.18 folgt die
Behauptung. O

Folgerung 1.21. Ist A endlich erzeugt, so ist die Torsionsuntergruppe von A
direkter Summand in A.
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